Ozeki's method on Holder's inequality(Inequalities in operator theory and its related topics) by Izumino, Saichi
Title Ozeki's method on Holder's inequality(Inequalities in operatortheory and its related topics)
Author(s)Izumino, Saichi




Type Departmental Bulletin Paper
Textversionpublisher
Kyoto University
Oz ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$ me thod on $\mathrm{H}\dot{0}1$’ der’ $\mathrm{s}\mathrm{i}$nequal $\mathrm{i}$ ty
$-$ ( $\mathrm{S}$ a $\mathrm{i}\mathrm{c}$ hi Izumino)
Ab $\mathrm{s}\mathrm{t}.\mathrm{r}$ ac t. $0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$ me tho $\mathrm{d}$ me ans appl $\mathrm{i}\mathrm{c}$ at $\mathrm{i}$ ons of the $\mathrm{f}$ollo $\mathrm{w}\mathrm{i}$ ng two
$\mathrm{f}$
$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{s}$ a $\mathrm{t}$ the same $\mathrm{t}\mathrm{i}$ me : (1) A $\mathrm{c}$ onvex $\mathrm{f}$ unt $\mathrm{i}$ on on an $\mathrm{n}-\mathrm{d}\mathrm{i}$ mens $\mathrm{i}$ onl cube
attatins its maximum at a vertex of the cube. (2) For given two n-tuples
(or n-d $\mathrm{i}$ mens $\mathrm{i}$ onal ve $\mathrm{c}\mathrm{t}0\mathrm{r}\mathrm{S}$ ) $\mathrm{o}\mathrm{f}$ nonnegat $\mathrm{i}$ ve numbe $\mathrm{r}\mathrm{s},$ $\mathrm{i}\mathrm{f}$ they are re arranged
mutuall $\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{n}$ an oppo $\mathrm{s}\mathrm{i}$ te orde $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ , then the $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}$ spond $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{i}$ nner $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}$ duc $\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$
no $\mathrm{t}$ $1$ arger than the $\mathrm{i}$ ni $\mathrm{t}\mathrm{i}$ al one. I $\mathrm{n}$ the $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{i}$ ng pap er, us $\mathrm{i}$ ng $0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$
method, we succeded in estimating the differennce on both sides of
Cauchy’ $\mathrm{s}\mathrm{i}$ ne qual $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . I $\mathrm{n}$ thi $\mathrm{s}$ pap er we $\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}$ make use of the me $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}$ and
$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}$ a $\mathrm{c}$ ompl ementary $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty on the $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}$ renc $\mathrm{e}$ der $\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{f}$ rom $\mathrm{H}^{*}\acute{0}1$ de $\mathrm{r}’ \mathrm{s}$
$\mathrm{i}$ ne qual $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . We al so di $\mathrm{s}$ cuss some appl i-c at $\mathrm{i}$ ons and an operator vers $\mathrm{i}$ on
related to the complementary inequality.
1. Introduction. Let
a $=$ $(\mathrm{a}_{1}, \ldots , \mathrm{a}_{\mathrm{n}})$ and $\mathrm{b}=(\mathrm{b}_{1}$ , . . . , $\mathrm{b}_{\mathrm{n}})$
be $\mathrm{n}$ -tuple $\mathrm{s}$ of real number $\mathrm{s}$ sat $\mathrm{i}$ sfy $\mathrm{i}$ ng
$0<\mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{N}_{1}$ and $0<\mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{2}$ ( $\mathrm{k}=1$ , 2, . . . , n).
Then as a $\mathrm{c}$ ompl ement ary $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty $\mathrm{c}$ onne $\mathrm{c}$ ted $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{C}$auchy’ $\mathrm{s}$ $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ , the
$\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{W}\mathrm{i}$ ng one $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}$ ds [4] :
(1. 1) $(\mathrm{T}:=)$ $\Sigma$ a $\mathrm{k}^{2}\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}}2$ $-(\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}})^{2}$ $\leqq(\mathrm{n}^{2}/3)(\mathrm{M}_{1}\mathrm{N}_{2} - \mathrm{m}_{1}\mathrm{m}_{2})^{2}$
It is Ozeki [9] who initiated to try such an estimation. He prese-
nt $\mathrm{e}\mathrm{d}$ an $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty [71 [9]:
(1. 2) $\mathrm{T}$ $\leqq(\mathrm{n}^{2}/4)(\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2} - \mathrm{m}_{1}\mathrm{m}_{2})^{2}$ ,
though it was somewhat incorrect. Essentially by the same technique as
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$0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}$ dev $\mathrm{i}$ se $\mathrm{d}$ the rev $\mathrm{i}\mathrm{s}$ ed $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty (1. 1) was deduc $\mathrm{e}\mathrm{d}$ .
Consider $\mathrm{T}=$ T(a, b) as a func tion defined in the produc $\mathrm{t}$ $[\mathrm{m}_{1}, \mathrm{M}_{1}]^{\mathrm{n}}$
$\cross[\mathrm{m}_{2} , \mathrm{M}_{2}]^{\mathrm{n}}\mathrm{o}\mathrm{f}$ n-di mens $\mathrm{i}$ onal cube $\mathrm{s}$ $[\mathrm{m}_{1} , \mathrm{N}_{1}]^{\mathrm{n}}$ and [ $\mathrm{m}_{2}$ , M21 n. Then $0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$
original idea for the estimation was making good use of the following
two $\mathrm{p}\mathrm{r}0\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{S}$ of T(a, b).
(i) $\mathrm{T}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{s}$ epar ately $\mathrm{c}$ onvex $\mathrm{f}$unc $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{C}}\mathrm{t}$ $\mathrm{t}\mathrm{o}$ a and
$\mathrm{b}$ , so that the maximum of T(a, b) is attained at $(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ , each of a and
$\mathrm{b}$ being an extremal point, that is, a vertex of the corresponding
n-d $\mathrm{i}$ men $\mathrm{s}\mathrm{i}$ onal $\mathrm{c}$ ube [6].
$(\mathrm{i}\mathrm{i})$ De $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ne c- $=$ (C-l , . . . , C-n) and $\mathrm{c}^{-}=(\mathrm{c}^{-}1 , . . . , \mathrm{c}^{-}\mathrm{n})$ be the re-
arr angement $\mathrm{s}$ of $\mathrm{c}--$ $(\mathrm{c}_{1}$ , . . . , $\mathrm{c}_{\mathrm{n}})$ $\mathrm{i}\mathrm{n}$ dec $\mathrm{r}\mathrm{e}$ as $\mathrm{i}$ ng order and $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ nc reas $\mathrm{i}$ ng
order, $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ Pe $\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$vely. Then $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $=$ (a1 , . . . , an) and $\mathrm{b}--$ $(\mathrm{b}_{1}$ , . . . , $\mathrm{b}_{\mathrm{n}})$
we have $\Sigma$ a-kb-k $\leqq\Sigma$ a $\mathrm{k}\mathrm{b}\mathrm{k}$ and $\Sigma \mathrm{a}^{-}\mathrm{k}\mathrm{b}_{-}\mathrm{k}$ $\leqq\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}$ [2] , so that
(1. 3) $\mathrm{T}$ (a-, $\mathrm{b}^{-}$ ) $\geqq$ $\mathrm{T}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ and $\mathrm{T}$ ( $\mathrm{a}^{-},$ b-) $\geqq$ $\mathrm{T}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ .
Take the difference
$\mathrm{S}(\mathrm{a}, \mathrm{b}):--(\Sigma \mathrm{a} \mathrm{k}2)^{1/2}(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}}2)^{1/2}$ - $\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}$
obt a $\mathrm{i}$ ne $\mathrm{d}\mathrm{f}$ rom the $\mathrm{s}$ quar $\mathrm{e}$ -roo $\mathrm{t}$ type $\mathrm{C}$ auchy’ $\mathrm{s}$ $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y},$ $0\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}$ generally,
the difference
(1. 4) $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b}):=(\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}^{\mathrm{p}}})^{1/\mathrm{p}}(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}^{\mathrm{Q}}})^{1/\mathrm{q}}$ - $\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}$ ,
$\mathrm{p}>1$ , $\mathrm{q}>1$ , $1/\mathrm{p}+1/\mathrm{q}=1$ ,
whi ch $\mathrm{i}\mathrm{s}$ der $\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{f}$ rom $\mathrm{H}\mathrm{o}1$’ der’ $\mathrm{s}$ $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . Then we $\mathrm{c}$ ome to a new problem
to estinate it. For tunately, the func ti on $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ is again separat ely
$\mathrm{c}$ onvex $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th re $\mathrm{s}$ Pe $\mathrm{c}\mathrm{t}$ to a and $\mathrm{b}$ , and $\mathrm{s}\mathrm{i}$ mi 1 ar $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$ as $\mathrm{i}\mathrm{n}$ (1. 3)
hol $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ $\mathrm{i}$ ns te ad of $\mathrm{T}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ .
I $\mathrm{n}$ thi $\mathrm{s}$ paper we show an $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty on the di fference $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ , wh $\mathrm{i}$ ch
$\mathrm{g}\mathrm{i}$ ve $\mathrm{s}$ an uppe $\mathrm{r}$ bound $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ , apply $\mathrm{i}$ ng $0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$ method. We al $\mathrm{s}\mathrm{o}$
discuss some $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}0\mathrm{n}\mathrm{s}$ and an operator version connected to the ineq-
ual $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ .
Throughout thi $\mathrm{s}$ paper we as sume that $\mathrm{p}>1$ , $\mathrm{q}>1$ , $1/\mathrm{p}+$ $1/\mathrm{q}--1$ .
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2. $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}$erenc $\mathrm{e}\mathrm{f}$ rom $\mathrm{H}^{i}\mathrm{o}^{l}$ lder’ $\mathrm{s}$ $\mathrm{i}$ ne qual $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . I $\mathrm{n}$ thi $\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on we prove
Theorem 2. 1. Le $\mathrm{t}$ a $–$ $(\mathrm{a}_{1}$ , . . . , $\mathrm{a}_{\mathrm{n}})$ and $\mathrm{b}=(\mathrm{b}_{1}$ , . . . , $\mathrm{b}_{\mathrm{n}})$ be $\mathrm{n}-$
tuples satisfying
$0<\mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0<\mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{N}_{2}$ ( $\mathrm{k}--1$ , 2, . . . , n).
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}_{0}$ se that $\alpha$ $:–\mathrm{m}_{1}/\mathrm{M}_{1}<$ 1 and $\beta$ $:–\mathrm{m}_{2}/\mathrm{M}_{2}<$ 1. Then we have
(2. 1) $(\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}^{\mathrm{p}}})^{1/\mathrm{p}}(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}^{\mathrm{Q}}})^{1/\mathrm{Q}}-$ $\Sigma$ a $\mathrm{k}\mathrm{b}\mathrm{k}$
$\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{M}_{1}\mathrm{N}_{2}[(1-\alpha)/(1-\alpha \mathrm{p})+$ $(1-\beta)/(1-\beta \mathrm{q})-1$
$-\mathrm{c}(\alpha, \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})\{1/(1-\alpha \mathrm{p})+1/(1-\beta \mathrm{q})-1\}]$ .
Her $\mathrm{e}$ $\mathrm{c}=\mathrm{c}$ $(\alpha , \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ de $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ned as $\mathrm{f}\mathrm{o}$ llow $\mathrm{s}$ ; 1 $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng
$\mathrm{K}--\mathrm{K}(\alpha, \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})=$ { $(1-\alpha \mathrm{p})/\mathrm{p}$ (1-a)} $1/\mathrm{p}\{(1-\beta \mathrm{q})/\mathrm{q}(1-\beta)\}^{1/\mathrm{q}}$ ,
$\mathrm{g}(\mathrm{t})=(1 - \alpha)$ ( $1$ - Kt $1/\mathrm{q}$ ) and $\mathrm{h}(\mathrm{t})--(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-}1/\mathrm{p})$ ,
we obtain a (unique) positive solution $\mathrm{t}=\mathrm{t}*$ of the equation $\mathrm{g}(\mathrm{t})=$
$\mathrm{h}(\mathrm{t})$ , that is,
(2. 2) $($ 1 - $\alpha)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}})$ $–(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})$ ,
and then we put
$\mathrm{c}=$ $($ 1 - $\alpha)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}*1/\mathrm{q})$ $(– (1 -\beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}*-1/\mathrm{p}))$ .
$\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{f}$ ore we $\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}$ the pro $0\mathrm{f}$ , we $\mathrm{r}$ emark that the $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty (2. 1) $\mathrm{i}\mathrm{s}$
$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}11$ holds (or has a meaning by tak ing a 1 $\mathrm{i}$ mi t) $\mathrm{i}\mathrm{f}$ we $1^{\cdot}$ eplac $\mathrm{e}$ the re $\mathrm{s}\mathrm{t}-$
$\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$ons $0$ $<$ $\mathrm{m}_{1},0$ $<$ m2 , $\alpha$ $<$ 1 and $\beta<$ 1 by weaker one $\mathrm{s}$ $0\leqq \mathrm{m}_{1}$ ,
$0\leqq$ m2 , $0\leqq\alpha\leqq 1$ and $0\leqq\beta\leqq 1$ $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the the $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ .
Proof of the theorem. Wr ite
$\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b}):=(\Sigma \mathrm{a} \mathrm{k}\mathrm{p})^{1/\mathrm{p}}(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\mathrm{q})^{1/\mathrm{q}}-$ $\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}$ ,
$||$ a $||\mathrm{p}=(\Sigma \mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{p})^{1/\mathrm{p}}$ , $||\mathrm{b}||\mathrm{q}=(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\mathrm{q})^{1/\mathrm{q}}$ and $\prec \mathrm{a},$ $\mathrm{b}\succ--$ $\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}$ .
Then $||$ a $||\mathrm{p}$ and $||\mathrm{b}||\mathrm{q}$ sat $\mathrm{i}$ sfy the usual norm $\mathrm{c}$ ondi $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ , and
$\prec \mathrm{a},$
$\mathrm{b}\succ$ is a bi 1 $\mathrm{i}$ near func ti on. Henc $\mathrm{e}$ we see that
$\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})=$ $||$ a $||\mathrm{p}||\mathrm{b}||\mathrm{q}$ - $\prec \mathrm{a},$ $\mathrm{b}\succ$
is a separately convex func ti on wi th respect to a and $\mathrm{b}$ . Fur thermore,
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we easily see that
$\mathrm{S}_{\mathrm{p}}$ (a-, $\mathrm{b}^{-}$ ) $\geqq$ $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ and $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}$ ( $\mathrm{a}^{-},$ b-) $\geqq$ $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ .
Henc $\mathrm{e}$ $\mathrm{S}_{\mathrm{p}}(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ has the same proper ti es (i) and (ii) as T(a, b) $\mathrm{f}$ or
appl $\mathrm{i}\mathrm{c}$ at $\mathrm{i}$ on of $0\mathrm{z}$ ek $\mathrm{i}’ \mathrm{s}$ me tho $\mathrm{d}$ .
$\mathrm{N}\mathrm{o}$ te that an ex tremal po $\mathrm{i}$ nt $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $[1, \mathrm{M}]^{\mathrm{n}}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ prec $\mathrm{i}$ sely a po $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ , each
of whose components is $\mathrm{m}$ or M. Hence we may seek the maximum of $\mathrm{S}=$




Case I. a $–$ $(\mathrm{M}_{1}$ , . . . , $\mathrm{M}_{1}$ , $\mathrm{m}_{1}$ , . . . , $\mathrm{m}_{1})$ , $0\leqq \mathrm{S}\leqq \mathrm{n}$ ,
$\sim^{\mathrm{t}}-$ $\wedge^{-}\mathrm{n}\mathrm{t}$
$\mathrm{b}=$ (m2 , . . . , m2 , $\mathrm{M}_{2}$ , . . . , $\mathrm{M}_{2}$ ) , $0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{n}$ ,
and
‘– $\sim$
Case I I. a $=$ $(\mathrm{m}_{1}$ , . . . , $\mathrm{m}_{1}$ , $\mathrm{N}_{1}$ , . . . , $\mathrm{M}_{1})$ , $0\leqq \mathrm{s}\leqq \mathrm{n}$ ,
$\mathrm{t}$ $\mathrm{n}-\mathrm{t}$
$\mathrm{b}=$
$(^{\bigwedge_{\mathrm{N}_{2},\ldots,\mathrm{M}_{2},\mathrm{m}}}2, \ldots, \mathrm{m}_{2})’\sim$ , $0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{n}$ .
Each of the Cases I and II is again divided into two cases according to
$\mathrm{t}\leqq \mathrm{s}$ and $\mathrm{s}\leqq \mathrm{t}$ . $\mathrm{F}$ or $\mathrm{c}$ onveni enc $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}$ , as sume $\mathrm{M}_{1}--\mathrm{M}_{2}$ $=1$ , and wr $\mathrm{i}$ te
$\alpha$ $=\mathrm{m}_{1}$ and $\beta$ – m2 $\mathrm{f}$ or si mpl ici $\mathrm{t}\mathrm{y}$ . Now we beg in wi th
$\mathrm{C}$ ase I (i): $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t}$ $0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{s}\leqq \mathrm{n}$ and 1 $\mathrm{e}\mathrm{t}$
$\mathrm{t}$ $*-\mathrm{t}$ $\mathrm{n}-\mathrm{z}$





$\ldots$ , $\beta$ , 1, . . . , 1 , 1 , . . . , 1 $)$ .
Then
$\mathrm{S}=\{\mathrm{s}+ (\mathrm{n}- \mathrm{s}) \alpha \mathrm{p}\}^{1/\mathrm{P}}\{\mathrm{t}\beta \mathrm{q} + (\mathrm{n}-\mathrm{t})\}^{1/\mathrm{q}}$
$-$ { $\mathrm{t}\beta$ $+$ ( $\mathrm{s}-$ t) $+$ $(\mathrm{n}-$ s) $\alpha$ }.
Putting $\mathrm{x}=$ $\mathrm{t}$ , $\mathrm{y}$ – $\mathrm{s}$ – $\mathrm{t}$ , $\mathrm{z}$ $=\mathrm{n}$ – $\mathrm{s}$ , we then have
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(2. 3) $\mathrm{S}--$ $(\mathrm{x}+\mathrm{y}+ \alpha \mathrm{p}\mathrm{z})^{1/\mathrm{p}}$ ( $\beta \mathrm{q}\mathrm{X}+\mathrm{n}-$ x) $1/\mathrm{q}-$ ( $\beta \mathrm{x}+\mathrm{y}+$ a z)
$=$ { $\mathrm{n}-$ (l-a p) $\mathrm{z}$ } $1/\mathrm{p}\{\mathrm{n}-(1-\beta \mathrm{q})\mathrm{x}\}^{1/\mathrm{q}}+$ $(1-\alpha)\mathrm{z}+(1-\beta)\mathrm{x}-\mathrm{n}$ ,
$\mathrm{z}$
$\geqq$ $0$ , $\mathrm{x}$ $\geqq$ $0$ , $\mathrm{z}+\mathrm{x}\leqq$ $\mathrm{n}$ .
In order to estimate $\mathrm{S}$ , we note the inequality
$\mathrm{u}^{1/\mathrm{p}}\mathrm{v}^{1}/\mathrm{q}$ $\leqq$ $\mathrm{u}/\mathrm{p}+\mathrm{v}/\mathrm{q}$ , for $\mathrm{u}\geqq$ $0$ , $\mathrm{v}$ $\geqq$ $0$ ,
or its slight extension
(2. 4) $\mathrm{u}^{1/\mathrm{p}}.\mathrm{V}^{1/}\mathrm{q}=(1/(\mathrm{p}\lambda))^{1/\mathrm{p}}(1/(\mathrm{q}\beta))^{1/\mathrm{q}}\cdot$ ( $\mathrm{p}$ A u) $1/\mathrm{p}(\mathrm{q}\mu_{\mathrm{V}})1/\mathrm{q}$
$\leqq$ $(1/(\mathrm{p}\lambda))^{1/\mathrm{p}}(1/(\mathrm{q}\mu))^{1/\mathrm{q}}(\lambda \mathrm{u}+ \mu \mathrm{v})$ , A $>0$ , $\mu>0$ .
We remark that the $\mathrm{e}$ qual $\mathrm{i}$ ty $\mathrm{s}\mathrm{i}$ gn $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the above $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}$ ds when
(2.5) $\mathrm{p}\lambda \mathrm{u}=\mathrm{q}\mu \mathrm{v}$ .
Now if we put
A $–$ (1-a) $\mathrm{t}^{1/2}/(1-\alpha \mathrm{p})$ , $\mu$ $–(1-\beta)\mathrm{t}^{-1/2}/(1-\beta \mathrm{q})$ $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}>0$ ,
and $\mathrm{u}=\mathrm{n}$ - (l-a p) $\mathrm{z}$ , $\mathrm{v}=\mathrm{n}$ - $(1-\beta \mathrm{q})\mathrm{x}$ ,
then from (2.4) we have
(2. 6) $\{\mathrm{n} - (\mathrm{l}- \mathrm{a} \mathrm{p}) \mathrm{z}\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{n} - (1-\beta \mathrm{q})\mathrm{x}\}^{1/\mathrm{q}}$
$\leqq$ { $(1-\alpha \mathrm{p})\mathrm{t}^{-1/2}/\mathrm{p}$ (1-a)} $1/\mathrm{p}\{(1-\beta \mathrm{Q})\mathrm{t}^{1/2}/\mathrm{q}(1-\beta)\}^{1/\mathrm{q}}$ $\cross$
$[\{(1-_{\alpha})\mathrm{n}/(1-\alpha \mathrm{p})-(1-\alpha)\mathrm{z}\}\mathrm{t}^{1/2} +\{(1-\beta)\mathrm{n}/(1-\beta \mathrm{q})-(1-\beta)\mathrm{x}\}\mathrm{t}^{-}1/2]$
$=$ { $(1-\alpha \mathrm{p})/\mathrm{p}$ (1-a)} $1/\mathrm{p}\{(1-\beta \mathrm{q})/\mathrm{q}(1-\beta)\}^{1/\mathrm{q}}\cross$
{ $(1-\alpha )$ nt $1/\mathrm{q}/(1-\alpha \mathrm{p})$ $+(1-\beta )$ $\mathrm{n}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/(1-\beta \mathrm{q})$
- (1-a) $\mathrm{z}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ - $(1-\beta )$ $\mathrm{x}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}\}$
$–\mathrm{K}$ {nt $1/\mathrm{q}/\mathrm{K}$ . $+\mathrm{n}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ - (1-a) $\mathrm{z}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ - $(1-\beta$ ) $\mathrm{x}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}$ }.
Her $\mathrm{e}$
$\mathrm{K}_{\alpha}--$ (l-a $\mathrm{p}$ ) $/(1-\alpha)$ , $\mathrm{K}_{\beta}--(1-\beta \mathrm{q})/(1-\beta)$
and $\mathrm{K}=(\mathrm{K}_{\mathrm{a}}/\mathrm{p})^{1/\mathrm{p}}(\mathrm{K}_{\beta}/\mathrm{q})^{1/\mathrm{q}}$ .
By the way we remark that from the mean value theorem
$\mathrm{K}_{\mathrm{a}}/\mathrm{p}--$ $\theta\alpha^{\mathrm{p}-1}$ and $\mathrm{K}_{\beta}/\mathrm{q}$ $–$ $\theta\beta$ q-l
for some $\theta\alpha$ and $\theta\beta$ such that $\alpha<\theta\alpha<1$ and $\beta<\theta \mathrm{a}<1$ , so that
$\mathrm{K}$ $<$ 1, and furthermore
(2. 7) $\mathrm{K}=$ ( $\theta\alpha$ p- 1) $1/\mathrm{p}$ ( $\theta\beta$ q- 1) $1/\mathrm{q}$ $>$ $\alpha 1/\mathrm{q}\beta 1/\mathrm{p}$ .
Now $\mathrm{i}\mathrm{t}$ $\mathrm{f}$oll ows $\mathrm{f}$ rom (2. 3) and (2. 6) tha $\mathrm{t}$
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(2. 8) $\mathrm{S}$ $\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{K}\{\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}f\mathrm{K}\alpha+\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}\}$ - $\mathrm{n}$
$+$ (1-a) (1-K $\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ ) $\mathrm{z}+$ $(1-\beta)(1-\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})\mathrm{x}$ .
It is convenient to write F(z, x;t) the right side of the above
inequality, that is,
F(z, x;t) $=\mathrm{n}\mathrm{K}\{\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}_{\mathrm{a}}+\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}\}$ - $\mathrm{n}$
$+$ (1-a) (1-Kt $1/\mathrm{q}$ ) $\mathrm{z}+$ $(1-\beta)(1-\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})\mathrm{x}$ .
Though the variables $\mathrm{z}$ and $\mathrm{x}$ are discrete, for a moment we assume
that they are continuous. Let
$\triangle$ $–\{(\mathrm{z}, \mathrm{x}); \mathrm{z} \geqq 0, \mathrm{x} \geqq 0, \mathrm{z}+\mathrm{x}\leqq \mathrm{n}\}$ ,
and $\mathrm{f}$ or a $\mathrm{f}\mathrm{i}$ xed $\mathrm{t}>0$ , 1 $\mathrm{e}\mathrm{t}$ $\emptyset \mathrm{t}$ be the $\max \mathrm{i}$ mum $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\mathrm{F}(\mathrm{z}, \mathrm{x};\mathrm{t})$ $\mathrm{f}$ or $(\mathrm{z}, \mathrm{x})\in$
$\triangle$ . Then $\mathrm{i}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ our $\mathrm{t}$ ask $\mathrm{t}\mathrm{o}$ se ek the $\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ mum $\emptyset$ $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\emptyset \mathrm{t}=$ $\emptyset(\mathrm{t})$ $\mathrm{f}$ or
$\mathrm{t}>0$ .
Si nce $\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{z}, \mathrm{x})$ $–$ F(z, x;t) is a 1 inear (or prec $\mathrm{i}$ sely, af fi ne)
$\mathrm{f}$unc $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on on the $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}$ angl $\mathrm{e}$ $\triangle$ , $\mathrm{i}\mathrm{t}$ at $\mathrm{t}$ ai ns $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}\max \mathrm{i}$ mum $\emptyset \mathrm{t}$ at one $\mathrm{o}\mathrm{f}$ the
ver texe $\mathrm{s}$ $(0,0)$ , $(\mathrm{n}, 0)$ and $(0, \mathrm{n})$ of $\triangle$ . $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ $(0<)$ $\mathrm{K}$ $<$ 1 , we $\mathrm{s}$ ee
that at least one of
$\mathrm{g}(\mathrm{t})--(1 - \alpha)$ ( $1$ - Kt $1/\mathrm{q}$ ) and $\mathrm{h}(\mathrm{t})--(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ nonnegat $\mathrm{i}$ ve ( $\mathrm{f}$ or any $\mathrm{t}>0$ ) , $\mathrm{s}\mathrm{o}$ that $\mathrm{e}\mathrm{i}$ the $\mathrm{r}$
$\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{n}, 0)=\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0,0)+\mathrm{g}(\mathrm{t})$ or $\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0, \mathrm{n})=\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0,0)$ $+\mathrm{h}(\mathrm{t})$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ no $\mathrm{t}$ small er than $\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0,0)$ . Henc $\mathrm{e}$ , put $\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng $\mathrm{G}(\mathrm{t})=\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{n}, \mathrm{O})/\mathrm{n}$ and
$\mathrm{H}(\mathrm{t})--\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0, \mathrm{n})/\mathrm{n}$ , we have
$\emptyset(\mathrm{t})(= \emptyset \mathrm{t})--\max\{\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{z}, \mathrm{x}) ; (\mathrm{z}, \mathrm{x}) \in \triangle \}$
$– \max\{\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{n}, 0) , \mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0, \mathrm{n})\}$
$= \mathrm{n}\max\{\mathrm{G}(\mathrm{t}), \mathrm{H}(\mathrm{t})\}$ .
By definition we see that
(2.9) $\mathrm{G}(\mathrm{t})=\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(\mathrm{n}, 0)/\mathrm{n}=\mathrm{K}(\mathrm{t}^{1/\mathrm{Q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta})$ - 1 $+\mathrm{g}(\mathrm{t})$
$=\mathrm{K}$ { a $\mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ } - $\alpha$ ,
and
(2.10) $\mathrm{H}(\mathrm{t})--\mathrm{F}_{\mathrm{t}}(0, \mathrm{n})/\mathrm{n}--\mathrm{K}(\mathrm{t}^{1/\mathrm{Q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta})$ - 1 $+\mathrm{h}(\mathrm{t})$
$=\mathrm{K}\{\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\beta \mathrm{Q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}\}-\beta$ .
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Le $\mathrm{t}\mathrm{t}_{\mathrm{G}}=\mathrm{q}\mathrm{K}_{\beta}\alpha$ -p/p $\mathrm{K}_{\alpha}$ and $\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{i}}$ – $\mathrm{q}\mathrm{K}_{\alpha}\beta \mathrm{q}/\mathrm{p}\mathrm{K}_{\beta}$ . Then $\mathrm{t}_{\mathrm{G}}>$ $\mathrm{t}_{\mathrm{I}\mathrm{I}}$ , and by an
elementary calculation we see following facts.
(i) $\mathrm{G}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ dec reas $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{f}$ or $(0<)\mathrm{t}<\mathrm{t}_{\mathrm{G}},$ $\mathrm{i}$ nc $\mathrm{r}\mathrm{e}$ as $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}>\mathrm{t}_{\mathrm{G}}$ and
$\min_{\mathrm{t}>0}\mathrm{G}(\mathrm{t})=\mathrm{G}(\mathrm{t}_{\mathrm{G}})=0$ ,
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{H}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ dec reas $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{f}$ or $(0<)\mathrm{t}<\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{I}},$ $\mathrm{i}$ nc $\mathrm{r}\mathrm{e}$ as $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}>\mathrm{t}_{\mathrm{H}}$ and
$\min_{\mathrm{t}>0\mathrm{H}}(\mathrm{t})=\mathrm{H}(\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{I}})=0$ ,
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{L}(\mathrm{t}):=\mathrm{G}(\mathrm{t})$ - $\mathrm{H}(\mathrm{t})$ $(=\mathrm{g}(\mathrm{t}) - \mathrm{h}(\mathrm{t}))$ $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}$as $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ , and
1 $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{t}arrow 0$ $\mathrm{L}(\mathrm{t})$ $=\infty$ , 1 $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{t}arrow\infty \mathrm{L}(\mathrm{t})$ $—\infty$ . Henc $\mathrm{e}$ the equat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{L}(\mathrm{t})--0$ ,
that is,
(2. 11) $($ 1 - $\alpha)$ ( $1$ - Kt $1/\mathrm{q}$ ) $=(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})$
has a uni que solut $\mathrm{i}$ on, whi ch we deno $\mathrm{t}\mathrm{e}$ by $\mathrm{t}*$ . (We $\mathrm{c}$ an $\mathrm{s}$ ee that $\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{i}}<\mathrm{t}*<\mathrm{t}_{\mathrm{G}}$ . )
Henc $\mathrm{e}$ we see that the $\min \mathrm{i}$ mum $\emptyset 0$ $(– \emptyset/\mathrm{n})$ $\mathrm{o}\mathrm{f}$ the $\mathrm{f}$unc $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\emptyset(\mathrm{t})/\mathrm{n}$
$= \max\{\mathrm{G}(\mathrm{t}) , \mathrm{H}(\mathrm{t})\}$ is attained at $\mathrm{t}=\mathrm{t}*$
I $\mathrm{n}$ order to expres $\mathrm{s}$ the $\mathrm{m}\mathrm{i}$ nimum $\emptyset 0$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}$ rms of $\mathrm{t}*$ , or a
parame $\mathrm{t}$ er cl $0$ se to $\mathrm{i}\mathrm{t}$ , put $(\mathrm{c}\mathrm{f}. (2.11))$
$\mathrm{c}=$ $($ 1 - $\mathrm{a})(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}*1/\mathrm{q})$ $( =\mathrm{g}(\mathrm{t}*)=\mathrm{h}(\mathrm{t}*)=(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}*-1/\mathrm{p}))$ .
Then since
$\mathrm{K}\mathrm{t}*1/\mathrm{q}--1$ - $\mathrm{c}/$ $($ 1 - $\alpha$ $)$ and $\mathrm{K}\mathrm{t}*-1/\mathrm{p}--1$ - $\mathrm{c}/(1 - \beta )$ ,
we hav $\mathrm{e}$ , $\mathrm{f}\mathrm{r}$ om (2. 9) $(\mathrm{o}\mathrm{r} (2.10))$ ,
$\emptyset 0=\mathrm{G}(\mathrm{t}_{*})$ $(=\mathrm{H}(\mathrm{t}_{*}))$
$=\mathrm{K}(\mathrm{t}_{*}1/\mathrm{Q}/\mathrm{K}_{\alpha}+\mathrm{t}*-1/\mathrm{p}/\mathrm{K}_{\beta})$ - 1 $+\mathrm{g}(\mathrm{t}*)$
$=(1/\mathrm{K}_{\alpha})\{1-\mathrm{c}/(1- \alpha)\}+(1/\mathrm{K}_{\beta})\{1-\mathrm{c}/(1-\beta)\}-1+\mathrm{c}$
$–1/\mathrm{K}_{\mathrm{a}}+1/\mathrm{K}_{\beta}$ - 1 - $\mathrm{c}/$ $($ 1 - $\alpha)$ ) $\mathrm{K}_{\alpha}$ - $\mathrm{c}/(1 - \beta )$ $\mathrm{K}_{\beta}$ $+\mathrm{c}$
$=(1-\alpha)/(1-a\mathrm{p})+(1-\beta)/(1-\beta \mathrm{q})$ -1
- $\mathrm{c}\{1/(1-\alpha \mathrm{p})+1/(1-\beta \mathrm{q}) - 1\}$ .
Thi $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{i}$ elds the de $\mathrm{s}\mathrm{i}$ red $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}$ ty (2. 1) $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th the as sump $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\mathrm{M}_{1}$ $=\mathrm{M}_{2}$ $=1$ .
Nex $\mathrm{t}$ we $\mathrm{c}$ ons $\mathrm{i}$ der the $\mathrm{f}$ollow $\mathrm{i}$ ng





$\mathrm{S}=\{\mathrm{s}+ (\mathrm{n}- \mathrm{s}) \alpha \mathrm{p}\}^{1/\mathrm{p}}\{(\mathrm{n}- \mathrm{t}) + \mathrm{t}\beta \mathrm{q}\}^{1/\mathrm{Q}}$
$-$ { $\mathrm{s}\beta$ $+$ ( $\mathrm{t}-$ s) a $\beta$ $+$ $(\mathrm{n}-$ t) $\alpha$ }.
Putting $\mathrm{x}--\mathrm{s}$ , ( $\mathrm{y}--\mathrm{t}$ – s) and $\mathrm{z}=\mathrm{n}$ - $\mathrm{t}$ , we have
(2. 12) $\mathrm{S}=\{\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p}+(1-\alpha \mathrm{p})\mathrm{x}\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{n}\beta \mathrm{q} + (1-\beta \mathrm{q})\mathrm{z}\}^{1/\mathrm{q}}$
$-\beta(1-\alpha)\mathrm{x}-$ a $(1-\beta)\mathrm{z}-\mathrm{n}\alpha\beta$ ,
$\mathrm{z}$
$\geqq$ $0$ , $\mathrm{x}$ $\geqq$ $0$ , $\mathrm{z}+\mathrm{x}$ $\leqq$ $\mathrm{n}$ .
As in the preceding case, using $(2.6),$ $\mathrm{w}\mathrm{e}$ have
(2. 13) $\{\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p} +(1-\alpha \mathrm{p})\mathrm{x}\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{n}\beta \mathrm{q}+ (1-\beta \mathrm{q})\mathrm{z}\}^{1/\mathrm{q}}$
$\leqq$ { $(1-\alpha \mathrm{p})\mathrm{t}^{-1/2}/\mathrm{p}$(1-a)} $1/\mathrm{p}\{(1-\beta \mathrm{q})\mathrm{t}^{1/2}/\mathrm{q}(1-\beta)\}^{1/\mathrm{q}}$ $\cross$
[{ $(1-\alpha)\mathrm{n}$ a $\mathrm{p}/(1-a\mathrm{p})+(1-\alpha)\mathrm{x}$ } $\mathrm{t}^{1/2}$ $+\{(1-\beta)\mathrm{n}\beta \mathrm{q}/(1-\beta \mathrm{q})+(1-\beta)\mathrm{z}\}\mathrm{t}^{-}1/21$
– $\mathrm{K}$ { $\mathrm{n}$ a $\mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{Q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\mathrm{n}\beta \mathrm{q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}+$ ( $1-\alpha$ ) $\mathrm{x}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ $+$ $(1-\beta)\mathrm{z}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}$ }.
Henc $\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{r}$ om (2. 12) and (2. 13)
(2. 14) $\mathrm{S}$ $\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{K}$ { a $\mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{Q}}/\mathrm{K}$ . $+$ $\beta \mathrm{q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ } – $\mathrm{n}a\beta$
$+$ (1-a) (Kt $1/\mathrm{q}$ - $\beta$ ) $\mathrm{x}+$ $(1-\beta)(\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/_{\mathrm{P}}}- \alpha)\mathrm{z}$ .
Put $\mathrm{F}^{\sim}(\mathrm{x}, \mathrm{z};\mathrm{t})$ the $\mathrm{r}\mathrm{i}$ ght $\mathrm{s}\mathrm{i}$ de $\mathrm{o}\mathrm{f}$ the above $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . Then $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{i}$ xed
$\mathrm{t}>0$ , the func $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{x}, \mathrm{z})$ $=\mathrm{F}^{\sim}(\mathrm{x}, \mathrm{z};\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $1\mathrm{i}$ near on $\triangle$ ( $–\{(\mathrm{x}, \mathrm{z})$ ;
$\mathrm{x}$
$\geqq$ $0$ , $\mathrm{z}$ $\geqq$ $0$ , $\mathrm{x}+\mathrm{z}$ $\leqq$ $\mathrm{n}\})$ as $\mathrm{i}\mathrm{n}$ Case I (i). No te her $\mathrm{e}$ that at leas $\mathrm{t}$
one of
$\mathrm{K}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ – $\beta$ and $\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}$ – $\alpha$
is nonnegative; in fact, if we assume that
$\mathrm{K}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}$ - $\beta<0$ and $\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}$ – $\alpha$ $<0$ $\mathrm{f}$ or $\mathrm{s}$ ome $\mathrm{t}>0$ ,
then $(\mathrm{K}/\alpha)^{\mathrm{p}}<(\beta/\mathrm{K})^{\mathrm{q}}$ , whi ch $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}0\mathrm{s}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ , bec ause $(\mathrm{K}/\alpha)^{\mathrm{p}}>(\beta/\mathrm{K})^{\mathrm{q}}$ ,
or equi val en $\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}$ , $(\mathrm{K}/\alpha)^{\mathrm{p}}/(\beta/\mathrm{K})^{\mathrm{q}}--(\mathrm{K}/(\alpha 1/\mathrm{q}\beta 1/\mathrm{p}))^{\mathrm{p}+\mathrm{q}}$ $>$ 1, by (2 7)
Consequentl $\mathrm{y}$ , the $\max \mathrm{i}$ mum $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{x}, \mathrm{z})$ on the $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}$ angle $\triangle$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$
$\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{n}, 0)$ or $\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(0, \mathrm{n})$ as $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the $\mathrm{p}$ rec $\mathrm{e}$ di ng $\mathrm{c}$ as $\mathrm{e}$ . Put $\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng $\mathrm{G}^{\sim}(\mathrm{t})$ $=$
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$\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{n}, \mathrm{O})/\mathrm{n}$ and $\mathrm{H}^{\sim}(\mathrm{t})$ $=\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(0, \mathrm{n})/\mathrm{n}$ , we have
(2.15) $\max$ { $\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{x},$ $\mathrm{z})$ ; $(\mathrm{x},$ $\mathrm{z})$ $\in$ A } $– \mathrm{n}\max\{\mathrm{G}^{\sim}(\mathrm{t}) , \mathrm{H}^{\sim}(\mathrm{t})\}$ .
By definition
$\mathrm{G}^{\sim}(\mathrm{t})$ – $\mathrm{K}\{\{\alpha \mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}_{\alpha}+\beta \mathrm{q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}\}$ - $\mathrm{a}$ $\beta$ $+$ (1-a) (Kt $1/\mathrm{q}$ - $\beta$ )
$=\mathrm{K}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}_{\mathrm{a}}+\mathrm{K}\beta \mathrm{q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ - $\beta$ ,
and
$\mathrm{H}^{\sim}(\mathrm{t})--\mathrm{K}$ { a $\mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}}/\mathrm{K}$ . $+\beta \mathrm{q}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ } - $\alpha\beta$ $+$ $(1-\beta)(\mathrm{K}\mathrm{t}^{-}1/\mathrm{p} - \alpha)$
$=\mathrm{K}$ a $\mathrm{p}\mathrm{t}^{1/\mathrm{Q}}/\mathrm{K}_{\mathrm{a}}+\mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}}/\mathrm{K}_{\beta}$ - $\alpha$ .
Henc $\mathrm{e}\mathrm{f}$ rom (2. 9) and (2. 10) we $\mathrm{s}$ ee $\mathrm{G}^{\sim}(\mathrm{t})=\mathrm{H}(\mathrm{t})$ and $\mathrm{H}^{\sim}(\mathrm{t})$ $–\mathrm{G}(\mathrm{t})$ , so
that we can reduce the remaining discussion in this case to one in the
preceding case. Hence we have the same value $\emptyset$ as the minimum of $\emptyset(\mathrm{t})$
$–$ $\max\{\mathrm{F}^{\sim}\mathrm{t}(\mathrm{x}, \mathrm{z}); (\mathrm{x}, \mathrm{z}) \in \triangle \}$.




$\mathrm{S}=\{\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{p}+ (\mathrm{n} - \mathrm{s})\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{t}+(\mathrm{n} - \mathrm{t}) \beta \mathrm{q}\}^{1/\mathrm{q}}$
- { $\mathrm{t}$ a $+$ ( $\mathrm{s}$ - t) a $\beta$ $+(\mathrm{n}$ - s) $\beta$ }.
Put $\mathrm{x}=\mathrm{t}$ , $(\mathrm{y}=\mathrm{s} - \mathrm{t}, )$ $\mathrm{z}=\mathrm{n}$ - $\mathrm{s}$ . Then
$\mathrm{S}=\{\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p}+(1-\alpha \mathrm{p})\mathrm{z}\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{n}\beta \mathrm{q}+(1-\beta \mathrm{q})\mathrm{x}\}^{1/\mathrm{q}}$
$-\beta(1-\alpha)$ $\mathrm{z}$ $-$ $\mathrm{a}(1-\beta )$ $\mathrm{x}$ $-$ $\mathrm{n}\alpha\beta$ .
I $\mathrm{f}$ we exchange $\mathrm{x}$ and $\mathrm{z}$ , then we have the same $\mathrm{i}$ dent $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ $(2.12)$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{C}$ as $\mathrm{e}$
I $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ . Henc $\mathrm{e}$ we have the $\mathrm{s}$ ame uppe $\mathrm{r}$ bound $\emptyset$ of $\mathrm{S}$ as be $\mathrm{f}$ or $\mathrm{e}$ .





$\mathrm{S}=\{\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{p}+ (\mathrm{n} - \mathrm{s})\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{t}+ (\mathrm{n} - \mathrm{t}) \beta \mathrm{q}\}^{1/\mathrm{q}}$
- { $\mathrm{s}$ a $+($ $\mathrm{t}$ - s) $+$ $(\mathrm{n}$ - t) $\beta$ }.
Put $\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng $\mathrm{x}--\mathrm{s}$ , $(\mathrm{y}=\mathrm{t} - \mathrm{s}, )$ $\mathrm{z}--\mathrm{n}-\mathrm{t}$ , we have
$\mathrm{S}=\{\mathrm{n} - (\mathrm{l}- \mathrm{a} \mathrm{p}) \mathrm{x}\}^{1/\mathrm{p}}\{\mathrm{n} - (1-\beta \mathrm{q})\mathrm{z}\}^{1/\mathrm{q}}+$ (l-a ) $\mathrm{x}+(1-\beta)\mathrm{z}$ - $\mathrm{n}$ .
Hence if we exchange $\mathrm{x}$ and $\mathrm{z}$ , then we have the same identity (2.3) in
Cas $\mathrm{e}$ I (i) , so that we obtai $\mathrm{n}$ the same uppe $\mathrm{r}$ bound $\emptyset$ of $\mathrm{S}$ as befo $\mathrm{r}\mathrm{e}$ .
This completes the proof.
3. Spe $\mathrm{c}\mathrm{i}$ al $\mathrm{c}$ as $\mathrm{e}$ $\mathrm{s}$ . I $\mathrm{n}$ thi $\mathrm{s}$ $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on we deduc $\mathrm{e}$ two the $0$ rems $\mathrm{f}$ rom
Theorem 2.1
Theorem 3. 1. Le $\mathrm{t}$ a $=$ (a1, $\ldots$ , a n) and $\mathrm{b}--(\mathrm{b}_{1}$ , . . . , $\mathrm{b}_{\mathrm{n}})$ be $\mathrm{n}-$
tuples sat $\mathrm{i}$ sfy ing
$0\leqq \mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0\leqq \mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{2}$ ( $\mathrm{k}=1$ , 2, . . . , n).
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}0$ se $\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}>$ $0$ , and put $\mathrm{a}$ $=\mathrm{m}_{1}/\mathrm{M}_{1}$ and $\beta$ $=\mathrm{m}_{2}/\mathrm{N}_{2}$ . Then
(3. 1) $(\mathrm{S}=)(\Sigma \mathrm{a} \mathrm{k}2)^{1/2}(\Sigma \mathrm{b}_{\mathrm{k}}2)^{1/2}$ - $\Sigma$ a $\mathrm{k}\mathrm{b}\mathrm{k}$
$\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{N}_{1}\mathrm{M}_{2}$ $(1 - \alpha\beta)^{2}/$ { $2(1+$ a) (1 $+\beta)$ }.
If both $\alpha$ and $\beta$ are rational and $\mathrm{n}$ is sufficiently large, then
$\mathrm{s}=$ (1 $+2\mathrm{a}$ $+$ a $\beta$ ) $\mathrm{n}/$ { $2(1+$ a) (1 $+\beta)$ }
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ an $\mathrm{i}$ ntege $\mathrm{r}$ , $0\leqq \mathrm{s}\leqq \mathrm{n}$ , and $\mathrm{f}$ or a, $\mathrm{b}$ such $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}$
(3.2) $\mathrm{a}_{1}--$ . . . $=$ as $–\mathrm{M}_{1}$ , $\mathrm{a}_{\mathrm{s}+1}=\ldots--\mathrm{a}_{\mathrm{n}}--\mathrm{m}_{1}$ ,
$\mathrm{b}_{1}--\ldots--\mathrm{b}_{\mathrm{s}}=\mathrm{m}_{2}$ , $\mathrm{b}_{\mathrm{s}+1}--$ . . . $=\mathrm{b}_{\mathrm{n}}=$ M2,
the equal $\mathrm{i}$ ty $\mathrm{s}\mathrm{i}$ gn $\mathrm{i}\mathrm{n}(3.1)$ $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{d}$ .
$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}$ of. We may as sume that $0$ $<\alpha<$ 1 and $0$ $<\beta<$ 1. Le $\mathrm{t}$ $\mathrm{P}=\mathrm{q}$
$–2$ . Then $\mathrm{f}$ rom (2. 1) of Theorem 2. 1 we $\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}$
(3. 3) $\mathrm{S}$ $\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}[1/$ ( $1+$ a) $+1/(1+ \beta)$
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-
$\mathrm{c}$ (a , $\beta$ ; 2, 2) { $1/(1+$ a) $+1/(1+\beta)$ - 1}1.
I $\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}$ asy $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{s}$ee that $\mathrm{K}=\mathrm{K}$ (a , $\beta$ ; 2, 2) $–$ ( $1$ $+$ a) 1/2 $(1 + \beta)^{1/2}/2$ . The
equat $\mathrm{i}$ on (2. 11) $\mathrm{i}\mathrm{s}$ then
$($ 1 - $\mathrm{a})$ ( $1$ - Kt 1/2) $=(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/2})$ ,
and the solut $\mathrm{i}$ on $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}$ $(=\mathrm{t}*)$ – $(\dot{1}+ \beta)/$ ( $1$ $+$ a). Henc $\mathrm{e}$ we have
$\mathrm{c}=$ $($ 1 - $\alpha)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}*1/2)=(1 - \alpha)(1 - \beta)/2$ .
Henc $\mathrm{e}$ , rePlac $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{c}$ $(\alpha, \beta ; 2, 2)$ $\mathrm{i}\mathrm{n}$ $(3.3)$ by (1 - a) $($ 1 – $\beta)/2$ , we
obtain the desired inequality (3.1).
To obta $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the par $\mathrm{t}\mathrm{i}$ cular $\mathrm{i}$ ntege $\mathrm{r}\mathrm{s}$ ( $=$ ( $1+2\alpha$ $+$ a $\beta$ ) $\mathrm{n}/\{2(1+ \alpha)$
$(1+\beta)\})$ , rec all the relat $\mathrm{i}$ on (2. 5) $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the previ ous $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on, $\mathrm{p}$ A $\mathrm{u}=$
$\mathrm{q}\mu \mathrm{v}$ , $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}$ ch $\mathrm{y}\mathrm{i}$ elds the equal $\mathrm{i}$ ty $\mathrm{s}\mathrm{i}$ gn of (2. 4). Put $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the equat $\mathrm{i}$ on
$\mathrm{p}=\mathrm{q}--2$ , $\lambda$ $=(1-\alpha)\mathrm{t}*1/2/(1-\alpha 2)--(1+\beta)^{1/2}/(1+\alpha)^{\mathrm{s}/2}$ ,
$\mu$ $–(1-\beta)\mathrm{t}*-1/2/(1-\beta 2)--(1+\alpha)^{1/2}/(1+\beta)^{\mathrm{s}/2}$ ,
$\mathrm{u}=\mathrm{n}$ - (1 -a 2) $\mathrm{z}$ , $\mathrm{v}=\mathrm{n}$ - $(1 - \beta 2)\mathrm{x}$ .
Then we have
(3. 4) $(1+\beta)^{2}$ { $\mathrm{n}$ - (l-a 2) $\mathrm{z}$ } $=(1+\alpha)^{2}\{\mathrm{n}-(1-\beta 2)\mathrm{x}\}$ .
If we add the assumption $\mathrm{x}+\mathrm{z}=\mathrm{n}$ , then as the solution of these
equations we can obtain the desired $\mathrm{x}=\mathrm{s}$ .
For the di fferenc $\mathrm{e}$ of the p-th power me an and the usual ar $\mathrm{i}$ thme tic
mean we have:
Theorem 3. 2. Le $\mathrm{t}$ a $=$ (a 1 , . . . , a n) sat $\mathrm{i}$ sfy $0\leqq \mathrm{m}\leqq \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{N}$ ( $\mathrm{k}=1$ , 2, . .
. , n) , and le $\mathrm{t}$ $\mathrm{a}$ $=\mathrm{m}/\mathrm{M}$ $(\mathrm{M}>0)$ . Then we have
(3. 3) $(\Sigma \mathrm{a} \mathrm{k}\mathrm{p}/\mathrm{n})^{1/\mathrm{p}}$ - $\Sigma$ a $\mathrm{k}/\mathrm{n}$
$\leqq$ $\mathrm{N}$ [ $\{$ (1 - $\alpha \mathrm{p})/\mathrm{p}(1$ - $\alpha)\}^{\mathrm{q}-1}/\mathrm{q}$ - (a - a $\mathrm{p})/(1$ - a $\mathrm{p})$ ]
$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}0\mathrm{f}$ . Le $\mathrm{t}$ $\mathrm{M}_{1}$ $=\mathrm{M}$ , $\mathrm{m}_{1}$ $=\mathrm{m}$ and $\mathrm{b}_{1}=$ . . $.=\mathrm{b}_{\mathrm{n}}=$ $\beta<1$ . Then $\mathrm{f}$ rom
Theorem 2.1 (2.1) we have
(3. 4) $(\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}})^{1/\mathrm{p}}\mathrm{p}(\mathrm{n}\beta \mathrm{q})^{1/\mathrm{q}}-$ $\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\beta$
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$\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{M}\beta[(1-\alpha)/(1-\alpha \mathrm{p})+$ $(1-\beta)/(1-\beta \mathrm{q})$ $-$ $1$
$-\mathrm{c}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ) $\mathrm{t}1/(1-\alpha \mathrm{p})$ $+1/(1-\beta \mathrm{q})-1\}]$ .
I $\mathrm{f}$ $\betaarrow$ 1 then $\mathrm{K}=\mathrm{K}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ) $arrow$ $\mathrm{K}_{0}$ $:–\{(1-a\mathrm{p})/\mathrm{p}(1-\alpha)\}^{1/\mathrm{p}}$ , and
the $\mathrm{e}$ quat $\mathrm{i}$ on (2.2) $\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{c}$ omes $($ 1 - $\alpha)(1 - \mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{t}^{1/\mathrm{q}})--0$ . (as $\betaarrow$ 1) , SO
that $\mathrm{t}*arrow$ $(1/\mathrm{K}_{0})^{\mathrm{q}}$ by continui ty of the so lut $\mathrm{i}$ on. Moreover,
$\mathrm{c}=$ $\mathrm{c}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ) $arrow$ $0$
and
$\mathrm{c}/(1-\beta \mathrm{q})--(1-\beta)(1-\mathrm{K}\mathrm{t}_{*}-1/\mathrm{p})/(1-\beta \mathrm{q})arrow$ $(1/\mathrm{q})\mathrm{t}1-\mathrm{K}_{0}(1/\mathrm{K}\mathrm{o})-\mathrm{q}/\mathrm{p}\}$
$=(1-\mathrm{K}_{0^{\mathrm{Q}}})/\mathrm{q}$ .
Henc $\mathrm{e}$ , 1 $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng $\betaarrow$ 1 $\mathrm{i}\mathrm{n}(3.4)$ , we have
$\mathrm{n}^{1/\mathrm{q}}(\Sigma \mathrm{a}_{\mathrm{k}})^{1/\mathrm{p}}p-$ $\Sigma$ a $\mathrm{k}$
$\leqq$ $\mathrm{n}\mathrm{M}[(1-\alpha)/(1-\alpha \mathrm{p}) +1/\mathrm{q}-1-(1-\mathrm{K}_{0^{\mathrm{q}}})/\mathrm{q}]$ .
$–\mathrm{n}\mathrm{N}[(1-\alpha)/(1-\alpha \mathrm{p})-1+\{(1-\alpha \mathrm{p})/\mathrm{p}(1-\alpha)\}^{\mathrm{q}/\mathrm{p}}/\mathrm{q}]$ ,
$\mathrm{f}$ rom $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}$ ch we $\mathrm{c}$ an $\mathrm{o}\mathrm{b}$ tai $\mathrm{n}$ the de $\mathrm{s}\mathrm{i}$ red $\mathrm{i}$ ne qual $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ .
$\mathrm{C}\mathrm{o}$ rollary 3. 3. $(\Sigma \mathrm{a}\mathrm{k}2/\mathrm{n})^{1/2}$ $-$ $\Sigma$ a $\mathrm{k}/\mathrm{n}$ $\leqq$ $\mathrm{n}(\mathrm{M} - \mathrm{m})$ $2/4(\mathrm{M}+\mathrm{m})$ .
4. Extensions and operator versions. In this section we extend
The orem 2. 1 and $\mathrm{f}$ ure the rmore show some operator $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}$onnec $\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ .
to the theor $\mathrm{e}\mathrm{m}$ . $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}$ we show a we $\mathrm{i}$ gted ver $\mathrm{s}\mathrm{i}$ on of Theo rem 2. 1.
The orem 4. 1. Le $\mathrm{t}$ a $=$ ( $\mathrm{a}_{1}$ , . . . , a n) and $\mathrm{b}--(\mathrm{b}_{1}$ , . . . , $\mathrm{b}_{\mathrm{n}}$. $)$ be $\mathrm{n}-$
tuples satisfying
$0<\mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{a}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0<\mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{b}_{\mathrm{k}}\leqq \mathrm{M}_{2}$ ( $\mathrm{k}=1$ , 2, . . . , n).
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}_{0}$ se that $\mathrm{a}$ $:–\mathrm{m}_{1}/\mathrm{M}_{1}<$ 1 and $\beta$ $:–\mathrm{m}_{2}/\mathrm{M}_{2}<$ 1. I $\mathrm{f}$ $\mathrm{w}=(\mathrm{w}_{1}$ , . . . , $\mathrm{w}_{\mathrm{n}})$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ an $\mathrm{n}$ -tupl $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{f}$ nonnegat $\mathrm{i}$ ve number $\mathrm{s}\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mathrm{w}=\Sigma \mathrm{w}_{\mathrm{k}}$ . Then , we have
(4. 1) $(\Sigma \mathrm{w}_{\mathrm{k}} \mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{p})^{1/\mathrm{p}}(\Sigma \mathrm{w}\mathrm{k}\mathrm{b}_{\mathrm{k}}\mathrm{q})^{1/\mathrm{Q}}-$ $\Sigma \mathrm{W}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{b}\mathrm{k}$
$-\underline{<}\mathrm{w}\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}[(1-\alpha)/(1-\alpha \mathrm{p})$ $+(1-\beta)/(1-\beta \mathrm{q})-1$
$-\mathrm{c}(\mathrm{a}, \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})\{1/(1-\alpha \mathrm{p})+1/(1-\beta \mathrm{q})-1\}]$ .
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Here $\mathrm{c}=\mathrm{c}$ $(\alpha , \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ def $\mathrm{i}$ ned as $\mathrm{i}\mathrm{n}$ Theorem 2. 1, that $\mathrm{i}\mathrm{s}$ , ;
1 $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng
$\mathrm{K}=$ { $(1-\alpha \mathrm{p})/\mathrm{p}$ (1-a)} $1/\mathrm{p}\{(1-\beta \mathrm{q})/\mathrm{q}(1-\beta)\}^{1/\mathrm{q}}$ ,
$\mathrm{g}(\mathrm{t})=$ ( $1$ - a) (1 - Kt $1/\mathrm{q}$ ) and $\mathrm{h}(\mathrm{t})=(1 - \beta)(1 - \mathrm{K}\mathrm{t}^{-1/\mathrm{p}})$ ,
we obtain a (unique) positive solution $\mathrm{t}=\mathrm{t}*$ of the equation $\mathrm{g}(\mathrm{t})=$
$\mathrm{h}(\mathrm{t})$ , and then we Put $\mathrm{c}$ – $\mathrm{g}(\mathrm{t}*)(=\mathrm{h}(\mathrm{t}*))$ .
Proof. We may assume that all Wk and $\mathrm{w}$ are rational numbers.
Then, mul $\mathrm{t}\mathrm{i}$ ply $\mathrm{i}$ ng the bo th $\mathrm{s}\mathrm{i}$ de $\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{f}$ $(4.1)$ by a $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ ly 1arge $\mathrm{i}$ nteger,
we may assume that all Wk and $\mathrm{w}$ are integers. Hence we can obtain
(4. 1) $\mathrm{f}$ rom Theo rem 2. 1.
For convenience sake, from now on we write
$\mathrm{F}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ) $=$ (l-a ) $/(1-\alpha \mathrm{p})$ $+$ $(1-\beta)/(1-\beta \mathrm{q})$ $-1$
$-\mathrm{c}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ) $\{1/(1-\alpha \mathrm{p}) + 1/(1-\beta \mathrm{q})-1\}$ .
$( 0\leqq\alpha<1, 0\leqq\beta<1)$ .
Le $\mathrm{t}$ X be a measure spac $\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{i}$ th a probab $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}$ ty me asur $\mathrm{e}$ $\mu$ , $\angle\iota(\mathrm{X})$ – 1 ,
and le $\mathrm{t}$ $\mathrm{L}^{\mathrm{r}}(\mathrm{X})$ $(\mathrm{r}>1))$ be the $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{f}$ func $\mathrm{t}\mathrm{i}$ ons $\mathrm{f}$ such that $|\mathrm{f}|\mathrm{r}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$
integrable on X. Then we have the following :
Theorem 4. 2. $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t}$ $\mathrm{f}$ $\in$ $\mathrm{L}^{\mathrm{p}}(\mathrm{X})$ and $\mathrm{g}$ $\in$ $\mathrm{L}^{\mathrm{q}}(\mathrm{X})$ . Suppo se that
$0\leqq \mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{f}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0\leqq \mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{g}\leqq \mathrm{M}_{2}$ ,
and $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}$ $\alpha$ $:=\mathrm{m}_{1}/\mathrm{M}_{1}<$ 1 and $\beta$ $:=\mathrm{m}_{2}/\mathrm{M}_{2}<$ 1. Then
(4. 2) $( \int \mathrm{f}^{\mathrm{p}}\mathrm{d}\mu)^{1/\mathrm{p}}$ $( \int \mathrm{g}^{\mathrm{q}}\mathrm{d}\mu)^{1/\mathrm{Q}}$ $-$ $\int \mathrm{f}$ gd $\mu$ $\leqq$ $\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}\mathrm{F}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ).
Proof. Le $\mathrm{t}$ $\{\mathrm{X}_{1}$ , . . . , $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\}$ be a decompos $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on of X, Xk $\in$ $\mathrm{X}_{\mathrm{k}}$ $(\mathrm{k}=1,$ .
. . , n). Then $\mathrm{f}$ rom Theo rem 4. 1 (4. 1)
$[\Sigma\{\mathrm{f}(\mathrm{x}_{\mathrm{k}})\}^{\mathrm{p}}\mu(\mathrm{X}_{\mathrm{k}})]^{1/\mathrm{p}}[\Sigma\{\mathrm{g}(\mathrm{X}_{\mathrm{k}})\}^{\mathrm{q}}\mu(\mathrm{X}_{\mathrm{k}})]^{1/\mathrm{q}}-$
$\Sigma \mathrm{f}(\mathrm{x}_{\mathrm{k}})\mathrm{g}(\mathrm{X}_{\mathrm{k}})\mu(\mathrm{X}_{\mathrm{k}})$
$\leqq$ $\mathrm{N}_{1}\mathrm{N}_{2}$ $\mathrm{F}$ (a , $\beta$ ; $\mathrm{p},$ $\mathrm{q}$ ).
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$\mathrm{T}$ ak $\mathrm{i}$ ng the 1 $\mathrm{i}$ mi $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{f}$ the dec ompo $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on, we $\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(4.2)$ .
Let $\mathrm{H}$ be a Hilbert space, and let A and $\mathrm{B}$ be commuting self-
adi $0$ $\mathrm{i}$ nt $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}0\mathrm{r}\mathrm{s}$ on H. Then the $\mathrm{r}\mathrm{e}$ $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}$ $\mathrm{s}\mathrm{t}$ $\mathrm{c}$ ommut $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}$ tral $\mathrm{f}$ ami 1 $\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$
$\mathrm{E}^{\mathrm{A}}$ $($ . $)$ and $\mathrm{E}^{\mathrm{B}}$ $($ . $)$ $\mathrm{c}$ or re spondi ng $\mathrm{t}\mathrm{o}$ A and $\mathrm{B}$ such that $\mathrm{f}$or a polynom $\mathrm{i}$ al
p(A, B) (or a un iforn 1 $\mathrm{i}$ mi $\mathrm{t}$ of po lynomi al s) in A and $\mathrm{B}$ [10, P. 2871
$\prec \mathrm{p}(\mathrm{A}, \mathrm{B})\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$ – $\int$ $\int \mathrm{p}(\mathrm{s}, \mathrm{t})\mathrm{d}\prec \mathrm{E}^{\mathrm{A}}(\mathrm{s})\mathrm{E}^{\mathrm{B}}(\mathrm{t})\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$ $\mathrm{f}$ or $\mathrm{x}$ $\in$ H.
$\mathrm{F}\mathrm{r}$ om th $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}$ we show an oPera tor ver $\mathrm{s}\mathrm{i}$ on $\mathrm{o}\mathrm{f}$ Theor em 2. 1 $\mathrm{o}\mathrm{r}$ $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$
extension Theorem 4.2.
Theorem 4.3. Let A and $\mathrm{B}$ be two commuting selfadioint operators
on a Hi lber $\mathrm{t}$ space $\mathrm{H}$ sat $\mathrm{i}$ sfyi ng
$0\leqq \mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{A}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0\leqq \mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{B}\leqq \mathrm{M}_{2}$ .
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{P}0$ se that $\alpha$ $:–\mathrm{m}_{1}/\mathrm{M}_{1}<$ 1 and $\beta$ $:–\mathrm{m}_{2}/\mathrm{M}_{2}<$ 1. Then $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a uni $\mathrm{t}$
vector $\mathrm{x}$ $\in$ $\mathrm{H}$
(4. 2) $\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{p}$ $\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{q}$ – $\prec \mathrm{A}\mathrm{B}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$ $\leqq$ $\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}$ $\mathrm{F}(\mathrm{a} , \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})$ .
$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}$ of. Le $\mathrm{t}$ $\mathrm{d}\mu$ $=\mathrm{d}\prec \mathrm{E}^{\mathrm{A}}(\mathrm{s})\mathrm{E}^{\mathrm{B}}(\mathrm{t})\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ=\mathrm{d}||\mathrm{E}^{\mathrm{A}}(\mathrm{s})\mathrm{E}^{\mathrm{B}}(\mathrm{t})\mathrm{x}||\mathrm{z}$ . Then $\mu$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ a po $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ve measur $\mathrm{e}$ on the $\mathrm{r}$ ec tangle X $=$ $[\mathrm{m}_{1} , \mathrm{M}_{1}]\cross[\mathrm{m}_{2}$ , N21 $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mu(\mathrm{X})$
$=1$ . Henc $\mathrm{e}\mathrm{f}$ rom Theorem 4. 2 we have
$\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{p}$ $\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{q}$ – $\prec \mathrm{A}\mathrm{B}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$
$=$ $(\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{s}^{\mathrm{p}}\mathrm{d}\mu)^{1/\mathrm{p}}$ $(\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{t}^{\mathrm{q}}\mathrm{d}\mu)^{1/\mathrm{q}}$ - $l\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{d}\mu$
$\mathrm{x}$
$\leqq$ $\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}$ $\mathrm{F}(\alpha, \beta ; \mathrm{p}, \mathrm{q})$ .
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I $\mathrm{n}$ par $\mathrm{t}\mathrm{i}$ cular, $\mathrm{i}\mathrm{f}$ we as sume $\mathrm{p}=\mathrm{q}=2$ then $\mathrm{f}$ rom The orem 3. 1 (3. 1)
$\mathrm{F}$ (a , $\beta$ ; 2, 2) $–(1 - \mathrm{a} \beta)^{2}/$ { $2(1+$ a) (1 $+$ $\beta)$ }.
Hence we have the following:
Corollary 4.4. $\prec \mathrm{A}^{2}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/2}$ $\prec \mathrm{B}^{2}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/2}$ $-$ $\prec \mathrm{A}\mathrm{B}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$
$\leqq$ $\mathrm{M}_{1}\mathrm{M}_{2}$ $(1 - \alpha\beta)^{2}/\{2(1 + \mathrm{a})(1 + \beta)\}$ .
We can obtain the following theorem from Theorems 4.3 or 3.2.
Theorem 4. 5 $(\mathrm{c}\mathrm{f} [8])$ . Le $\mathrm{t}$ A be a sel $\mathrm{f}$adio $\mathrm{i}$ nt $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}$ rator on $\mathrm{H}$ such
that $0$ $\leqq$ $\mathrm{m}$ $\leqq$ A $\leqq$ M. Suppo se $\alpha$ $:–\mathrm{m}_{1}/\mathrm{N}_{1}<$ 1. Then $\mathrm{f}$ or any uni $\mathrm{t}$
vector $\mathrm{x}$ $\in$ $\mathrm{H}$
(4.3) $\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{p}$ – $\prec \mathrm{A}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$
$\leqq$ $\mathrm{M}$ [ $\{$ (1 $-$ a $\mathrm{p})/\mathrm{p}(1-$ $\mathrm{a})\}^{\mathrm{q}-1}/\mathrm{q}$ $-$ $(\alpha$ $-$ $\alpha \mathrm{p})/(1-$ a $\mathrm{p})$ ]
We remark that B. Mond and J. E. Pecaric [8] defined the r-th mean
$\mathrm{M}_{\mathrm{n}}[\mathrm{r}]$ $( \mathrm{A};\mathrm{w})$ – $(\Sigma \mathrm{w}_{\mathrm{k}}\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{r}/\Sigma \mathrm{w}_{\mathrm{k}})^{1/\mathrm{r}}$ $\mathrm{f}$ or an $\mathrm{n}$ -tuple A $–(\mathrm{A}_{1}, \ldots, \mathrm{A}_{\mathrm{n}})$ of
$\mathrm{p}0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ve $0$ Pe rator $\mathrm{s}$ and $\mathrm{f}$ or an $\mathrm{n}$ -tupl $\mathrm{e}$ $\mathrm{w}--(\mathrm{w}_{1}, \ldots, \mathrm{w}_{\mathrm{n}})$ , and that they
establ $\mathrm{i}$ shed an $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}$ imat $\mathrm{i}$ on of the di $\mathrm{f}\mathrm{f}$ erenc $\mathrm{e}$ $\mathrm{M}_{\mathrm{n}}[\mathrm{p}](\mathrm{A}, \mathrm{w})$ - $\mathrm{M}_{\mathrm{n}}[\mathrm{r}](\mathrm{A}, \mathrm{w})$ .
The inequality (4.4) is compared to the case $\mathrm{n}=1$ , $\mathrm{r}=1$ .
I $\mathrm{n}$ [5], F. Kubo and T. Ando $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ roduced the $\mathrm{s}$ -geome tr $\mathrm{i}\mathrm{c}$ mean A $\#_{\mathrm{s}}\mathrm{B}$
of $\mathrm{t}$ wo positi ve $0$ perator $\mathrm{s}$ wh $\mathrm{i}$ ch is def ined by
A $\#_{S}\mathrm{B}=$ A 1/2 $(\mathrm{A}^{-1/2}\mathrm{B}\mathrm{A}^{-1/}2)^{\mathrm{s}}$ A 1/2 $(0 <\mathrm{s}<1)$ .
Now in terms of the geometric mean we want to show an operator version
of Theo rem 2. 1, or a $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}$ ormulat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{o}\mathrm{f}$ Theorem 4. 3 (4. 2) $\mathrm{w}\mathrm{i}$ thout the
assumptiOn that A and $\mathrm{B}$ commute, which is to be compared with [4,
Theorem4. 61.
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$l$ heorem 4. 6. Let A and $\mathrm{B}$ be po si tive operators sat $\mathrm{i}$ sfy $\mathrm{i}$ ng
$0<\mathrm{m}_{1}\leqq \mathrm{A}\leqq \mathrm{M}_{1}$ and $0<\mathrm{m}_{2}\leqq \mathrm{B}\leqq \mathrm{M}_{2}$ .
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}_{0}$ se that $\mathrm{m}_{1}/\mathrm{N}_{1}<$ 1 and $\mathrm{m}_{2}/\mathrm{M}_{2}<$ 1. Then $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ any un $\mathrm{i}\mathrm{t}$ vec to $\mathrm{r}$
$\mathrm{x}$ $\in$ $\mathrm{H}$
(4.4) $\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ 1/\mathrm{p}$ $\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/\mathrm{q}}$ – $\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}$ $\#_{1}/\mathrm{p}\mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$
$\leqq$ $\mathrm{N}_{2}\mathrm{q}$ $\mathrm{G}$ $(\mathrm{p}; \mathrm{m}_{1}/\mathrm{N}_{2}\mathrm{q}/\mathrm{p}, \mathrm{M}_{1}/\mathrm{m}_{2})\mathrm{q}/\mathrm{p}$ ,
whe re $\mathrm{G}(\mathrm{p};\mathrm{m}, \mathrm{b}\mathrm{f})$ $=(\mathrm{M}/\mathrm{q})[\{1 - (\mathrm{m}/\mathrm{M})^{\mathrm{p}}\}/\mathrm{P}(1 -\mathrm{m}/\mathrm{M})]^{\mathrm{q}-1}$
$-\mathrm{m}\{1- (\mathrm{m}/\mathrm{N})^{\mathrm{p}-1}\}/\{1-(\mathrm{m}/\mathrm{N})^{\mathrm{p}}\}$ .
Proof. If $\mathrm{C}$ is a positive operator such that $0$ $<$ $\mathrm{m}$ $\leqq$ A $\leqq$ $\mathrm{M}$ ,
then $\mathrm{f}$ $\mathrm{r}$ om (4. 3) $( \alpha --\mathrm{m}/\mathrm{M})$ , we have
$\prec \mathrm{C}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/\mathrm{p}}$ $-$ $\prec \mathrm{C}\mathrm{x}$ , $x\succ$
$\leqq$ $\mathrm{N}$ [ $\{$ (1 $-$ a $\mathrm{p})/\mathrm{p}(1-$ $\alpha)\}^{\mathrm{q}-1}/\mathrm{q}$ $-$ $(\alpha$ $-$ $\mathrm{a}$ $\mathrm{p})/(1-$ a $\mathrm{p})$ ]
$=$ $\mathrm{G}(_{\mathrm{P};\mathrm{m}}, \mathrm{M})$ .
Beplac $\mathrm{i}$ ng $\mathrm{x}$ by $\mathrm{x}/||\mathrm{x}||$ $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the above $\mathrm{i}$ nequal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ , we have
$\prec \mathrm{C}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/\mathrm{p}}$ $\prec \mathrm{X}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/\mathrm{q}}$ $-$ $\prec \mathrm{C}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$ $\leqq$ $\mathrm{G}(\mathrm{p};\mathrm{m}, \mathrm{M})\prec \mathrm{X}$ , $\mathrm{x}\succ$
$\mathrm{f}$ or any vec tor $\mathrm{x}$ $\in$ H. Furthe rmor $\mathrm{e}$ , $\mathrm{r}$ eplac $\mathrm{e}$ $\mathrm{C}$ by $(\mathrm{B}^{-\mathrm{q}}/2\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{B}-\mathrm{q}/2)^{\iota/\mathrm{p}}$
and $\mathrm{x}$ by $\mathrm{B}^{\mathrm{q}/2}\mathrm{x}$ . Then we have
(4.5) $\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ^{1/\mathrm{p}}$ $\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $x\succ^{1/\mathrm{q}}-\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}/2}(\mathrm{B}^{-}\mathrm{q}/2\mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{B}-\mathrm{q}/2)1/\mathrm{p}\mathrm{B}\mathrm{q}/2\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$
$\leqq$ $\mathrm{G}(\mathrm{p};\mathrm{m}’, \mathrm{M}’)\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ$ $\leqq$ $\mathrm{M}_{2}\mathrm{q}$ $\mathrm{G}(\mathrm{p}; \mathrm{m}’, \mathrm{M}’)$
for some constants $\mathrm{m}$ ’ and $\mathrm{M}$ ’ such that
$0$ $<$ $\mathrm{m}$
’
$\leqq$ ( $\mathrm{B}^{-\mathrm{q}/2}$ ApB-q/2) $1/\mathrm{p}$ $\leqq$ $\mathrm{M}$ ’
To se $\mathrm{t}$ tle $\mathrm{m}$ ’ and $\mathrm{M}’$ . no $\mathrm{t}\mathrm{e}$
$\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{p}/\mathrm{M}_{2}\mathrm{q}$ $\leqq$ $\mathrm{B}^{-\mathrm{q}/2}\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{B}^{-\mathrm{q}}/2$ $\leqq$ $\mathrm{M}_{1}\mathrm{p}/\mathrm{m}2\mathrm{q}$
or $\mathrm{m}_{1}/\mathrm{N}_{2}\mathrm{q}/\mathrm{p}$ $\leqq$ $(\mathrm{B}^{-\mathrm{q}/2} \mathrm{A} \mathrm{p}\mathrm{B}^{-\mathrm{q}/}2 )^{1/\mathrm{p}}$ $\leqq$ $\mathrm{N}_{1}/\mathrm{m}_{2}\mathrm{q}/\mathrm{p}$ .
Hence, putting $\mathrm{m}$ ’ $=\mathrm{m}_{1}/\mathrm{N}_{2}\alpha/\mathrm{p}$ and $\mathrm{M}$ ’ $=\mathrm{M}_{1}/\mathrm{m}\mathrm{z}^{\mathrm{q}/\mathrm{p}}$ in (4.5), we obtain
the desired inequalty (4.4)
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We remark that in [4] the difference of the p-th power type inequal
ity connected to (4.4), that is ,
$\prec \mathrm{A}^{\mathrm{p}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\succ\prec \mathrm{B}^{\mathrm{q}}\mathrm{x}$ , $\mathrm{x}\rangle^{\mathrm{p}/\mathrm{q}}$ - $\prec \mathrm{A}\#_{1/\mathrm{p}}\mathrm{B}\mathrm{X}$ , $\mathrm{x}\succ^{\mathrm{p}}$
was $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}$ mate $\mathrm{d}$ by us $\mathrm{i}$ ng a re sul $\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}$ M. Fui $\mathrm{i}\mathrm{i}$ , T. Furuta, R. $\mathrm{N}$ akamo to and
S. Takahas $\mathrm{i}$ [1].
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